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Аннотация: В работе рассматриваются свойства устойчивости и асимптотической устойчивости 
решений линейной системы дифференциальных уравнений с обобщенным воздействием в матрице 
системы и запаздыванием. Получены достаточные условия, обеспечивающие устойчивость и 
асимптотическую решений системы уравнений. 
Abstract: The work is devoted to the study of the properties of stability and asymptotic stability of solutions of 
linear system of differential equations with the generalized effect in the system matrix and delay. Sufficient 
conditions for stability and asymptotic stability for the systems equations solver were obtained. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Данная работа посвящена исследованию 
устойчивости и асимптотической устойчивости 
для линейных систем с импульсным воздействием 
в матрице системы и с запаздыванием. Системы с 
импульсным воздействием встречаются в технике, 
биологии [1,2] и экономике [3]. Кроме того, такие 
процессы могут сопровождаться наличием 
запаздывания, которые обусловлены различными 
причинами. Свойства асимптотической 
устойчивости для систем рассматривались в [4,5]. 
В данной работе предполагается, что однородная 
система без импульсов – неустойчива, а свойство 
устойчивости и асимптотической устойчивости 
достигается за счет импульсного воздействия. В 
отличии от [4,5] обобщенное воздействие не 
содержит регулярной составляющей и является 
обобщенной производной ступенчатой функции. 
Особенностью рассматриваемой системы является 
то, что в правой части имеются некорректные 
операции умножения разрывной функции на 
функцию. Под решением понимается, как и в [1,4-
7], поточечный предел последовательности 
гладких решений, порожденных гладкой 
аппроксимацией обобщенного воздействия, если 
этот предел не зависит от выбора 
аппроксимирующей последовательности. 
 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 
Рассмотрим систему: 
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Здесь  ,tA   ,tA   ,tD j   m,1j непрерывные 
ограниченные матрицы-функции размерности 
,nn  tD j взаимно коммутативны,   t  
начальная функция, которая является функцией 
ограниченной вариации, определенная на 
 00 t,t  , i компоненты вектор-функции 
          Tm21 t,...,t,tt кусочно–постоянные 
функции, последовательности точек разрыва 
...,t...ttt n210   удовлетворяющие 
условию .tlim i
n

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 Функции   ti в точках 
разрыва будем считать непрерывными слева, 
 0 постоянное запаздывание. 
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Тогда систему (1) можно записать в виде:  
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где       ijijij t0tt скачки кусочно-
постоянных функций  ,ti   itt  функция 
Дирака [1], сосредоточенная в момент it . 
 
Как и в [1,4-7], под аппроксимируемыми 
решениями систем (1), (2) на промежутке  ,t0  
будем понимать функции ограниченной вариации 
 tx . Согласно [1,7], при сделанных выше 
предположениях, на любом конечном интервале 
 ,,t0   0t  существует аппроксимируемое 
решение системы (1), удовлетворяющее 
интегральному уравнению: 
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где 
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Величина скачка траектории в момент 
импульсного воздействия, согласно (4), 
определяется с помощью решения 
вспомогательного уравнения (5).  
 
Обратим внимание на структуру решения системы 
(1). На промежутке  10 t,t  решения уравнения (1) 
совпадают с решением уравнения  
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Будем предполагать, что справедливо 
 
     ,1c,0ces,tY st          (7) 
 
где  s,tY фундаментальная матрица системы(6). 
Затем вычисляется скачек     111 t,tx,tS   с 
помощью дифференциального уравнения (5). 
Значение  1z  дает начальное условие для 
движения системы (1) на промежутке  21 t,t , 
которое строится с помощью решения уравнения 
(6) с начальным условием       1111 t,tx,tStx   
и так далее.  
 
Для исследования свойства устойчивости  
решения системы (2), построим непрерывную 
траекторию  tx , которая на промежутках  
 it,it 1ii   , будет определяться как решение 
дифференциального уравнения: 
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а на промежутках  it,1it ii   как решение 
дифференциального уравнения (5). В данной 
работе будем рассматривать ситуацию, когда 
система (6) является неустойчивой, а свойство 
устойчивости будет обеспечиваться импульсными 
составляющими, входящими в систему (2). 
 
Пусть справедливо неравенство 
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где  sD~ i нормированная фундаментальная 
матрица   E0Di   для системы (5). 
 
УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 
 
Теорема. Пусть справедливы неравенства (7) и 
(9). Тогда система (1) устойчивая, если  
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и асимптотически устойчивая, если 
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Доказательство.  Данную задачу мы 
рассматриваем как систему с переключениями, 
где в зависимости от интервала активируется 
соответствующая подсистема. Найдем оценку для 
решения системы (1). Пусть  tx
аппроксимируемое решение уравнения (1), 
порождаемое начальной функцией  t , заданной 
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на интервале  00 t,t  . Тогда аппроксимируемое 
решение уравнения (1) согласно формуле Коши из 
[6], будет определяться выражением: 
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Тогда, на произвольном промежутке  t,t0
аппроксимируемое решение будет определяться 
выражением 
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Вычисляя нормы левой и правой частей, получим 
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Далее, на  1t,t 11  , активируется вторая 
подсистема. Тогда с учетом неравенств (9) и (13), 
справедлива следующая оценка склеенной 
траектории 
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Аналогично рассмотрим  2t,1t 22   
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Далее по индукции можно показать, что для 
отрезка  it,it 1ii    справедливо следующее 
неравенство 
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которое можно записать в виде 
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Если степень экспоненты есть величина 
ограниченная, получаем выражение (10) из 
которого следует, что решение системы (1) будет 
устойчивым. Если выполняется условие (11), 
тогда система будет асимптотически устойчивая, 
что и требовалось доказать. 
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